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DESCRIPCION DEL PROBLEMA

e Instancia:
- UnconjuntoMcWxXxY
c WNYNX=® (disjuntos)
(W =[XI=1Yl=q

* Pregunta:

- Hay un matching en M.

- Es decir, un subconjunto M' ¢ M tal que:
*[M'|=q
e Todos los elementos W U X U Y estan en alguna terceta
de M’ sin repetir ninguno.
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3DM ES NP COMPLETO

 Pasos Principales:

- Demostrar que 3DM es NP
- Seleccionar un problema 1" que sea NP Completo
— Construir una transformacion (f) ' a 3DM

- Comprobar que la transformacion f se hace en
tiempo polinomial.



3DM ES NP

 Dada una instancia (M, X, Y, W) del 3DM se
construye un algoritmo no determinista que
genere una solucion de | W | tercetas de My
compruebe en tiempo polinomial que no hay
dos tercetas con elementos comunes.



ALGORITMO TT

« 3 SATISFABILITY (3SAT)

- Instancia:
e Conjunto de m clausulas C ={c1, ..., cm}
- |ci|=3,1<ism
e Sobre un conjunto finito de n variables booleanas
- U= {U1, . Un}

- Pregunta:

 Existe aluna asignacion valida de U que satisfaga todas
las clausulas de C.



3SAT a 3DM

De una instancia

del 3SAT Construir Instancia del 3DM
|
(U.C) WX Y, M)
M' c M
(U,C) es

<mmmmm)p>- M' es un matching

satisfacible



3SAT a 3DM

 Teécnica para la demostracion de NP Completitud:
- Diseno de Componentes

* Notacion:

3SAT 3DM
Variables: ui, ... us —» Variables: wi(j), a(j), bi(j), s:(j), g())
Literales: ui, —u —— Variables: ui(j), ~ui(j)

Clausulas: ¢j = (w1, —w2, uz) ——» Tercetas: Gj={(w()), s:(j). sv(j) ).

(Twa()), 8x(0), 8+(0)):
(s()), sx()s 8:(0));

 La demostracion se basa en la construccidn de tres tipos de
componentes:

- “Truth setting and fan out” (Tercetas de asignacion)
- “Satisfaction testting” (Tercetas de satisfaccion)

- “Garbage collection” (Tercetas de relleno)



3SAT a 3DM

« Componentes “Truth setting and fan out”

— Para cada variable ui € U se introduce una
componente Ti.

e Ti depende del numero de clausulas mde C
— Estructura de Ti:
* Elementos internos:
—aiffje X, 1<sj<m;bi[jJ€EY,1<j<m

 No van a pertenecer a otras tercetas de otro Ti
e Elementos externos:

-Uifj], ruiff]€EW,1<j<m
 Pueden pertenecer a otras tercetas

- El literal ui en 3SAT puede ser usado en varias clausulas, en
el 3DM debemos tener muchas m copias de ui.



3SATch 3DM
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3SAT a 3DM

- Si ningun elemento interno de la componente Ti aparece en
otra Th (i # h)

 M' sera un matching con m elementos de Ti

u;=true u;=false

u;[1] i, [11

T/ o

- Si ui = true se elegira como M' las tercetas grises, dejando
libre el resto para poder utilizarlas en la construccion del

resto de componentes.



3SAT a 3DM

« Componentes “Satisfaction testting”

- Para cada clausula cj € C introducimos una
componente C;.

— Estructura:

* Elementos Internos: sx[[] € X, sy[[] €EY:1<j<m
* Elementos externos: ui[j] , rUiJJEW:1<i<n1<j<m

- Cj={(ui [j], sx [j], sy [j]): si el literal ui € cj}
U {(~ui [j], sx [j], sy [j]): si el literal ~ui € cj}



3SAT a 3DM

Ci ={(u(), sx(), s+() ).
¢ = (U1, 72, w3) > (—u2()), sx(3), s+(3)),
(us(0), sx()s s+(0)) }

u1 a2 u3
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3SAT a 3DM

- Cualquier matching M' ¢ M debe contener una terceta
de Cj para emparejar los elementos internos sx [j] y sy

b]:

e Sx[j] ¥ Sy [j] pueden ser emparejados, si solo si, al menos
uno de los literales (ui) de c¢j no ha sido emparejado en
alguna componente “Truth seeting” Ti (Ti N M')

 Sitenemos una 3SAT-Instancia satisfacible, entonces las
variables Sx[j] y Sy[j] pueden ser emparejadas

 Sitenemos una 3SAT-Instancia no satisfacible, entonces
las variables Sx[j] y Sy[j] no pueden ser emparejadas.



3SAT a 3DM

« Componentes “Garbage collection”

- Hay muchos ui [j] que no se emparejan con componentes
“truth setting” ni con componentes “satisfaction testing”

- Introducimos m (n -1) variables nuevas:
egx[kl]e X,gy[kl]eY:1<k<=<m(n-1)

- ¢ Por qué m (n-1) variables?
 Hay mxn variables u sin emparejar después de calcular
las tercetas de asignacion.

e Si todas las m clausulas se satisfacen se han
emparejado m variables.

* Finalmente quedan sin emparejar (mxn) —m = m(n-1)



3SAT a 3DM

- Cada pareja (gx [Kk], gy [K]) se enlazara con una
unica variable ui [j] o rui [j] que no estén en las
tercetas que se han formado con las componentes
anteriores:

G = {(u’i []] » Y [A] » Gy [A] ) ? (El []] » Yo []L] s Yy [A])

Il <k<mnh-—-1),1<i:<n1<j<m}



3SAT a 3DM
* Resumiendo:
W={(wljl.wlj]:1<i<n,1<j<m} (2mn)
X=AUSy UGy (2??1?1}
A={a[jl: 1 <i<n,1<j<m}
Sx ={szlj] : 1 <75 <m}
Gx ={g:[j] :1<j <

Y =BUSy UGy (2mn)



3SAT a 3DM

Significato Enumerazione
Numero di variabili in (U, C) n

Numero di clausole (U, C) m
Componente “Truth setting and fan out™: triple in M 2mn
Componente “Truth setting and fan out”: triple in M’ mn
Componente “Satisfaction testing”: triple in M 3m
Componente “Satisfaction testing”: triple in M’ m
Componente “Garbage collection”: triple in M Zm.zn.(n. —1)
Componente “Garbage collection”™: triple in M’ m(n—1)

Dimensione del perfect matching: |M'| =¢=|W|=|X|=Y| 2mn
Dimensione M 2mn + 3m + 2m*n(n — 1)




3SAT a 3DM

 Ejemplode X, Y, Wparan=4y m=2
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3SAT a 3DM

 Se ha observado que las tercetas resultantes M
son el producto cartesianode Wx X x Y

 Esta forma de definir las tercetas:

— Desde su definicion en términos de una instancia
(U,C) del 3SAT

- M se construye en tiempo polinomial



DEMOSTRACION

 Para completar la demostracion de NP Completitud
falta por demostrar:

M contiene un (U,C)

>

matching M' es satisfacible




DEMOSTRACION

(U,C) es satisfacible = M'c M es un matching

e Seat: U—{T,F }eldominio de valores para U que
satisface las clausulas C.

e Se construye un matching M' ¢ M del modo siguiente:
- Para cada clausula cj € C:
eZje{ui,mui:1<isn}Ngj

- Literales con asignacion verdadera.
- Debe de existir al menos uno, ya que t satisface a c;.



DEMOSTRACION

- Se construye la M"

1

w=| {J 1|y U 17 | U (UGl salil sl | 6

f(l!-i):]‘ ' } 1

« G": conjunto de m(n-1) tercetas de G que incluyen:
- Todos los gx[k]e X, gy [k] e Y
- Y los ui[j] , ~ui[j] €e W que no se han emparejado.

» Es facil de verificar que siempre se puede construir un G'
para que el resultado del conjunto M' sea un matching.



DEMOSTRACION

M' c M es un matching - (U,C) es satisfacible

e Se ha visto que para cada ui € U, M' incluia
exactamente m tercetas de Ti: Tio T'i.
« Seat: U—-{T,F} dondet(u)=T M NTi=T}
- t sera una asignacion correcta que satisface C.
 Consideremos una clausula arbitraria cje C

— Para cubrir los elementos internos de la componente C;
(de la componente de testting)

e Se necesita al menos una terceta de Cj contenida en M'.

» Esta terceta contiene un literal de ¢j € C, que no estara
en M' N Ti



DEMOSTRACION

- Comot(u) =T MNTi=T,
e Entonces t satisface la clausula cj

- Si todas las clausulas cj € C se satisfacen
* (U,C) es satisfacible



3-Dimensional Matching

es
NP COMPLETO



